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Resumen—En este articulo se presenta un método para
construir prensiones con equilibrio de fuerzas con cuatro
puntos de contacto con friccion que permiten que al menos
tres dedos puedan perder el contacto con el objeto (un dedo
a la vez) sin que la prension resultante con tres puntos de
contacto pierda la propiedad de equilibrio de fuerzas. Este
tipo de prension es (Gtil para permitir diferentes
posibilidades para la manipulacion del objeto
(manipulacion por reposicion de dedos). Se propone una
condicion necesaria y suficiente para determinar este tipo
de prension asi como el algoritmo para calcularla.
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. INTRODUCCION

Una prension con equilibrio de fuerzas (PEF) puede
contrarrestar, usando las fuerzas aplicadas por los dedos,
cualesquiera fuerzas y torques ejercidas externamente
sobre el objeto.

Diferentes métodos para calcular PEF con cuatro
puntos de contacto sobre objetos poliédricos determinan
prensiones que proporcionan una adecuada respuesta
para contrarrestar fuerzas y momentos externos
aplicados al objeto [1-8]. Sin embargo, frecuentemente,
en estas prensiones la perdida de un contacto dedo-
objeto implica que la propiedad de equilibrio de fuerzas
desaparece y la mano puede perder el objeto (Figura 1a),
lo que impide que este tipo de prension sea considerada
como prension inicial para un proceso de manipulacion
de objetos mediante técnicas de reposicion de dedos
(finger gating, en ingles).

En general los métodos de manipulacion de objetos
mediante técnicas de finger gating que usan una mano
con cuatro dedos presentan una prension inicial que
permite que al menos tres dedos puedan perder el
contacto con el objeto, sin que la prension resultante
pierda la propiedad de equilibrio de fuerzas [9-11]. Sin
embargo en ninguno de estos métodos se describe como
calcular la prension inicial.

El método presentado en este articulo determina,
dado una PEF con tres puntos de contacto, las regiones
de contacto tal que si un cuarto punto de contacto se
ubica sobre cualesquiera de estas regiones la prension
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resultante con cuatro puntos de contacto permite que al
menos dos de los tres dedos originales puedan ser
quitados sin que se pierda la propiedad de equilibrio de
fuerzas.

Primero se propone una condicidn necesaria y
suficiente para obtener una PEF con cuatro puntos de
contacto compuesto de al menos tres PEF con tres
puntos de contacto cada uno. Segundo, dado una PEF
con tres puntos de contacto, se determinan las regiones
de contacto para el cuarto punto de contacto. Finalmente
el cuarto punto de contacto se calcula, sobre una region
de contacto previamente determinada, tal que la prension
resultante sea coplanar o el cuarto punto de contacto esté
proximo al plano definido por los tres puntos de contacto
de la prension inicial (Figura 1.b), con ello se pretende
obtener una prensién definida como “suficientemente
buena” por Borst, Ficher and Hirzinger [12] donde una
prension es “suficientemente buena” cuando permite que
una mano mecanica antropomorfica tome una postura
similar a la que tomaria una mano humana para alcanzar
una determinada prension, y segun los ejemplos que
ellos muestran, estas presesiones frecuentemente son
coplanares o el punto de contacto del dedo medio esta
proximo al plano definido por los otros tres puntos de
contacto.

Il. METODO PROPUESTO

Tres fuerzas fi, f, y f; alcanzan el equilibrio (Figura 2) si
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Fig. 1 Dos tipos de PEF a) la pérdida de un contacto dedo-objeto implica
la perdida de la propiedad de equilibrio de fuerzas; b) la pérdida de
P,, P; y P4 (un contacto a la vez) no implica la pérdida de la
propiedad de equilibrio de fuerzas.
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Fig. 2 Los dos casos de tres fuerzas que alcanzan el equilibrio.

y s6lo si cumplen al menos una de las dos siguientes

condiciones [1][13]:

1. fi, f, y 5 son coplanares, expanden su plano soporte y
sus rectas de accion se intersectan en un punto.

2. f|, f, y f; son coplanares, paralelas y aquella que esta
en medio de las otras dos tiene diferente sentido.

Trabajos previos [1][13][14][15] han mostrado que si
fieCy, i=1,2,3, cumplen con la condicion 1 6 2 entonces
los puntos de contacto no-colineales permiten determinar
una PEF.

El método que se presenta en este trabajo, determina
PEF con P;, i=1,2,3,4, compuestas de al menos tres PEF
con P, i=1,2,3, cada uno, en base a la siguiente
proposicion.

Proposicion 1. Una PEF con P, i=1,2,3,4, esta
compuesta de al menos tres PEF con P;, i=1,2,3, cada
una siy solo si (Figura 3a):

Cl1. 3P;,P; i,j={1,2,3,4} con i#j tal que P; y P; definen
una recta L, donde:
1. Las proyecciones de n; y n; sobre L, tienen

diferentes sentidos (Figura 3b).

2. L,cCinCy y Ly cae en el interior de Cyi y Cy.

C2. El 4ngulo ¢ entre ny y el plano definido por P;, Py
Py (Figura 3c) y el angulo A entre n; y el plano
definido por P;, Pj y P;, son menores que o. |

Prueba.

Condicién suficiente. La condiciéon Cl permite la
aplicacion de fuerzas f; y fj tal que sus componentes
sobre L, tiene diferentes sentidos mientras sus
componentes ortogonales a L, pueden tener cualquier
sentido.

La condicion C2 asegura que LyNCy# D y LynCrtD,
esto implica que existen fuerzas fy y f| (puesto que p<a y
A<a entonces estas fuerzas no pertenecen a los limites
de Cyi y Cy respectivamente) cuyas rectas de accion
intersectan con L, y como L,cCinCy entonces
CinCinCytd y CinCinCrtD.

Ahora, si fy es nula y fj no nula entonces una
combinacion lineal positiva de las componentes de f; y f;

Pa
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Fig. 3 a) PEF con P;, i=1,2,3,4, coplanares b) P, y Ps cumplen la
condicion C1; ¢) Py, P, y P4 determinan una PEF (¢=0=¢<a), de la
misma manera Py, P; y P4 determinan una PEF (A=0=A<a).

sobre L, puede contrarrestar la componente de f; sobre L,
(las componentes de f; y fj sobre L, tienen diferentes
sentidos), también una combinacion lineal positiva de las
componentes de f; y fj ortogonal a L, puede contrarrestar
la componente de f| ortogonal a L. Esto implica que f;, ;
y fi alcanzan el equilibrio por lo tanto P;, Pj y P,
determinan una PEF.

El mismo razonamiento se aplica cuando fy es no nulo
y fi nulo para obtener que P;, Pj y Py determinan una
PEF. Nétese que las fuerzas f; y fj usadas para balancear
fc no son iguales que las fuerzas f; y fj usados para
balancear f|. Entonces (Pi, Pk, P|), (Pi, Pj, Pk) y (Pi, Pj, P|)
determinan, cada conjunto, una PEF.

Condicién necesaria. Si la proyeccion de n; y n;
sobre L, tienen el mismo sentido entonces las
componentes sobre L, de fi y fj también tienen igual
sentido, esto no permite aplicar fi, fj y fi (con fi=C)
paralelas o coplanares que expandan el plano que las
contiene, por lo tanto estas fuerzas no alcanzan el
equilibrio, ello implica que P;, P; y Py no determinan una
PEF.

El mismo razonamiento se aplica para f;, fj y f| (con
fi=0), entonces P;, Pj, y P no determinan una PEF.
Como consecuencia la primera parte de la condicion C1
es necesaria para que exista una PEF con P;, i=1,2,3 4.

Considerese que (P, Py, Py), (Pi, P;, Py) son PEF pero
LozCinCy; (Figura 4a). Ahora si fi=J entonces las
fuerzas coplanares i, fj y fj no expanden el plano que las
contiene (aunque si las rectas de accion de las fuerzas
intersectan en un punto) por lo tanto no alcanzan el
equilibrio y como consecuencia P;j, Pj y P, no determinan
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Fig. 4 a) Ningln par de P; cumple la condicion C1; b) (P, P; y Ps) y
(P2, P5 y P4) no determinan una PEF.

una PEF (Figura 4b). Esto implica que si L,zCqinCy;
entonces como maximo desde Pj, i=1,2,3,4, se pueden
obtener dos PEF con tres puntos de contacto cada una.
Por lo tanto la segunda parte de la condicion C1 es
necesaria para calcular una PEF con Pj, i=1,2,3 4.

Una condicién necesaria para la existencia de una
PEF con P, i=1,2,3, es que el plano de prension
intersecte con Cg;, i=1,2,3 [14] y ello s6lo es posible si el
angulo entre n; y el plano de prension es menor que a.
Esto implica que si Pj, P; y Py determinan una PEF
entonces @ tiene que ser menor que o. De la misma
forma si P;, Pj y P, determinan una PEF entonces A tiene
que ser menor que o. Como consecuencia la condicion
C2 es necesaria para que exista una PEF con P,
i=1,2,3,4. ]

Notese que de la demostracion descrita previamente
también se puede concluir que una condicion suficiente
para determinar una PEF con Pj, i=1,2,3, es que dos
puntos de contacto cumplan con la condicion C1 y el
cono de friccion del tercer punto de contacto intersecte
con la recta L,, esto implica que L,NCinCqyinCatd,
i,j,ke{1,2,3} con i##k. Si Ly,nCrinCinCu#d entonces
Pi, i=1,2,3, siempre permite aplicar f; que alcanza el
equilibrio, por lo tanto P;, i=1,2,3, determina una PEF.

El método propuesto en este articulo soluciona el
siguiente problema; dado una PEF con Pj, i=1,2,3,
determinar la region de contacto R;, tal que si un cuarto
punto de contacto P4 se ubica sobre R, la prension
resultante con cuatro puntos de contacto siempre cumple

'

# ) ' £
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Fig. 5 Si P, pertenece a cualesquier R#J, i=1,2,3, entonces la
prension Py, i=1,2,3,4, cumplen las condiciones C1 (P, y P;
cumplen C1) y C2 de la Proposicion 1.

las dos condiciones descritas en la Proposicion 1 (por lo
tanto la prension resultante esta compuesta de al menos
tres PEF con tres puntos de contacto cada una).

A. Determinacion de la region de contacto R;

La region de contacto R; i=1,2,3, se determina como
sigue:

e Determinar la region R'; / VP4eR', P, y P; cumplen la
condicion C1.

e Si R'#J entonces determinar RicR'; / VP4eR,,
(P4,Pi,Pj) y (P4Pi,Py) cumplen la condicion C2,
J,ke {1,2,3} con i#j#k.
fin del proceso (Figura 5).

Si al menos un R#J entonces (P, Pj, Px), (P4, Pi, P))
y (P4, Pi, Py) son PEF (P;, Pj y Py es la PEF inicial).

Ri puede estar sobre una o mas caras del objeto
entonces el procedimiento para calcularla consiste en
determinar, dado P;, i=1,2,3, si al menos una cara A,
I=1,...,m, donde m es el numero de caras del objeto, es
valida para calcular sobre ella la region R;.

Primero se determina si la orientacion y posicion de
A, permite calcular sobre ella la region R'; tal que
VP,eR', P4 y P; cumplen la condicion C1 (pasos 1y 2,
del proceso que se describe a continuacion). Segundo, si
R'#J entonces se determina la region RicR'/ VP,eR;,
(P4, Pi, Pj)) y (P4, Pi, Py) cumplen la condiciéon C2,
J,ke {1,2,3} con i##K (paso 3 del procedimiento que se
describe a continuacion).

El procedimiento para determinar R; es como sigue.
Para i,j,ke {1,2,3} con i#j£k:

1. Determinar el angulo, y, entre n; y —n;. Si y>2a
entonces Retornar(invalido).

Si y>2a entonces al menos uno de las dos partes de la
condiciéon C1 no se cumple.

2. Determinar R'/=ANC{NCys, donde Cyi, es el cono de
semi-angulo o, eje con direccion de n; y origen en P;
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Fig. 6 Determinacion de R', sobre la cara Ay;.

(Figura 6). Como v<2o=Ci(nCi#d. Si R'=J
entonces Retornar(invalido).

En este caso P; y cualquier punto de contacto sobre A,
no cumplen con la segunda parte de la condicion C1,
aun cuando ANC#J.

Si R'#J entonces cualquier punto de contacto sobre
R'#J cumple con P; la condicion C1.

. Calcular R; segtin los siguientes cuatro casos:
Sea:
Ly« la recta que pasa a través de P; y P;.
L,y la recta que pasa a través de P; y Py.

e Si LGy y LpycCy entonces Ri=R'; (Figura 7).

En este caso puesto que Piel y LpycCqj = PicCy;.
Esto implica que si P4eR'j (recordar que R';cCjy,
paso 2) entonces el plano definido por P;, P; y Py
siempre contiene a Ly (LpxcCyj) y Ly (Pi y P4 estan
contenidos en L), por lo tanto Ly,NCinCyinCrp#d,
y como consecuencia Pj, P; y P4 siempre permiten

Fig. 7 LixcCr y LyycCr=R',=R,.

Fig. 8 El sub-espacio Sy contiene a Cy; (Cy; es tangente a los limites de

Sy) ya RZ:szﬁSy.

aplicar fuerzas que alcanzan el equilibrio,
determinando por lo tanto una PEF.

El mismo razonamiento se aplica para Piel, y
Lp,=Cs = PicCy, y como consecuencia P;, Py Py
determinan una PEF. Por lo tanto (P;, Pj, Py), (P;,
Pi, P4) y (Pi, Py, P4) son PEF (recuérdese que P;, P;
y Py, es la PEF inicial).

e Si Ly@Cy y Lxc=Cyj entonces:

* Calcular el sub-espacio, Sy, limitado por dos
planos tangentes a Cg, que contienen a Ly y
CucSy (Figura 8).

Todo plano que intersecta con Cy y contiene a P;
y Py siempre pertenece a S,. Esto implica que si
Pi, Px y cualesquier otro punto de contacto
determinan una PEF entonces el plano de
prension siempre esta incluido en Sy (recuérdese
que en una PEF con tres puntos de contacto el
plano de prension siempre intersecta a los tres
conos de friccion).

* Calcular R=R'nS,. Si Ri #< entonces
Retornar(valido).

En este caso si P4e(R'iNS,) entonces el plano de
prension definido por P;, Py y P, siempre
contiene a L, e intersecta con Cg, lo que implica
que LynCinCynCu#J, por lo tanto Pi, Pj y Py
siempre permiten aplicar fuerzas que alcanzan el
equilibrio, como consecuencia Pj, Py y Py
determinan una PEF.

Ahora si P,eR' pero P,g(R''\Sy) entonces el
plano definido por P;, Py y P4 no intersecta con
Ck por lo tanto, en este caso, Pj, Px y P4 no
determinan una PEF. Esto implica que P, debe
estar siempre sobre (R'iNSy).


Antoni Grau


Antoni Grau
Recerca en Automàtica, Visió i Robòtica. Any 2006.  

Antoni Grau
229


230

Recerca en Automatica, Visio i Robotica. Any 2006. |

Fig. 9 Determinacion de R,cAy; para el caso de LzCyi y LyyzCrs.

Por otro lado, puesto que LycCi=PicCy
(condicion igual a aquella del primer caso). Si
P,eR'; entonces el plano de prension definido
por P;, Py P4 (Piy P4 cumplen la condicién C1)
siempre contiene a Ly y L, por lo tanto
LyNCinCyinCu#d, lo que implica que P, Pj y
P4 siempre permiten aplicar fuerzas que alcanzan
el equilibrio, como una consecuencia Pj, Pj y P4
determinan una PEF.

Puesto que (R'imSy)cR'i entonces VP4eR'iNS,,
(Pi, Pj, P, (Ps, Pi, Py) y (P4, Pi, Py) siempre
determinan una PEF, por lo tanto R=R'inS,.

Notese que si PseR'} y P4gR'NS, (con
(R'iNS,)#R'i) entonces solamente (P;, Pj, Py) y
(P4, Pi, Pj) determinan una PEF.

e Si LGy y LpycCy entonces:

Este caso es analogo al caso previo, por lo tanto
aqui se aplica el mismo razonamiento que el caso
anterior pero reemplazando Cy por Cy y Lyy por Ly
entonces R#=R'"S, (Sx es el sub-espacio
equivalente a S)). Si R; #J entonces
Retornar(valido).

Ahora si P,eR'j pero P42R'\nS, entonces solamente

(Pi, Pj, P) y (Pi, Py, P,) determinan una PEF.

Si LixzCf y LpyzCy entonces:

= Calcular el sub-espacio, S, limitado por dos
planos tangentes a Cy que contienen a L, y
CncSy (Figura 9). De la misma forma calcular el
sub-espacio, Sy, limitado por dos planos
tangentes a Cy; que contienen a L, y C4cS,.

Todo plano que intersecta con Cy y que contiene
a P y Py cae siempre en S,. De la misma forma,

Ly P,

2 N - /e

"-PZ o e - /5

E‘ Fy
[ S
e ———— :

5 g S0

Fig. 10 P, se determina sobre el R; que permite obtener una PEF

coplanar.

todo plano que intersecta con Cy y contiene a P;
y Pj cae siempre en S,.

= Calcular R=R'"S,"S,. Si R#J entonces

Retornar(valido).

En este caso si P,eR'/MS;NS, entonces el plano
de presion de Pj, P; y P, esta incluido en Sy y
contiene a L, lo que implica que
LpﬁCfiﬁijﬁCfﬁﬁ@, por lo tanto Pj, Pj y Py
permiten aplicar fuerzas que alcanzan el
equilibrio, como consecuencia Pj, P; y P,
determinan una PEF.

De la misma manera si P,eR'{"S;nSy entonces el
plano de prension de Pj, Px y P4 esté incluido en
Sy y contiene a L, lo que implica que
LonCinCirnCu#J, por lo tanto Pj, Py y Py
permiten aplicar fuerzas que alcanzan el
equilibrio, como consecuencia Pj, Py y P4
determinar una PEF.

Entonces VP4E R'imSymSX, (Pi, Pj, Pk), (P4, Pi, PJ)
y (Pg, Pi, Py) siempre determinan PEF.

Ahora si P4eR’; pero P,£R'imS,NS, entonces los
planos de prension definidos por (Pi, Pj, Ps) y
(Pi, Px, Ps) no intersectan con Cyj y Cg
respectivamente, por lo tanto (P, Pj, P4) y (P, Py,
P4) no determinan una PEF.

Notese que si PseRiMRED,  I={j,k},
i,j,ke{1,2,3} con i##k, entonces cualesquier de
los tres dedos originales pueden ser quitados sin
que la prension resultante pierda la propiedad de
equilibrio de fuerzas.

Las prensiones determinadas por el método descrito
en este trabajo pueden estar sobre conjuntos de dos, tres
y cuatro caras.

También los planos de prension de cada PEF con tres
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Fig. 11. Diferentes PEF determinadas por el método propuesto sobre un objeto

de 14 caras.

puntos de contacto (que se determinan desde P;,
si P, i=1,2,3,4

i=1,2,3,4) son iguales solo
coplanares.
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B. Determinacién del cuarto punto de contacto sobre R;

En trabajos previos [11][12][16] se ha mostrado que
si el planificador de prensiéon considera (para una
prension fina) la geometria y cinematica de una mano
mecanica antropomorfica (ellos usan una mano con
cuatro dedos) entonces los puntos de contacto de la
prension que tiene la mejor calidad son coplanares o el
punto de contacto del dedo medio esta proximo al plano
formado por los otros tres puntos de contacto. También
es interesante observar que en los ejemplos que estos
trabajos previos presentan, frecuentemente la recta que
contiene los puntos de contacto del pulgar y el dedo
medio es equidistante a los otros dos puntos de contacto.

Considerando los resultados de los trabajos
mencionados previamente P4 se calcula entonces sobre
la region R; que permita:

e Una prension coplanar P;, i=1,2,3,4, (Figura 10) o que
P, esté proximo al plano de prension de la PEF inicial.

e La distancia desde L, a los dos puntos de contacto que
cumplen con la condicion C2 (aquellos que no estan
contenidos en L) sea similar.

e La distancia entre las proyecciones sobre L, de los dos
puntos que satisfacen la condicion C2 sea minima.

I11. EJEMPLOS

En esta seccion se muestran dos ejemplos de la
aplicacion del método propuesto. En todos los ejemplos
se asume un coeficiente de friccion constante £=0,36. El
programa fue implementado en Matlab y ejecutado sobre
un servidor INTEL Biprocessor Pentium I1I 1,4 GHz.
Las figuras 11 y 12 muestran los resultados para los dos
ejemplos respectivamente (cada prension tiene una PEF
inicial diferente con tres puntos de contacto).

1VV. CONCLUSION

El método presentado en este articulo determina, dada
una PEF con tres puntos de contacto, todas las regiones
de contacto tal que si un cuarto punto de contacto se
ubica sobre cualesquiera de estas regiones entonces la
prension resultante con cuatro puntos de contacto
permite que al menos dos de los tres dedos originales
puedan ser quitados sin perder la propiedad de equilibrio
de fuerzas.

Este tipo de prension puede darse sobre conjuntos de
dos, tres y cuatro caras del objeto, bien paralelas o no
paralelas, y es util para permitir diferentes posibilidades
para la manipulacion del objeto mediante técnicas de
reposicion de dedos (finger gating). El método esta
basado en operaciones geométricas y se desarrolla en un
espacio 3D.

Primero se propuso una condicidbn necesaria y
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Fig. 12. Diferentes PEF determinadas por el método propuesto sobre un
objeto de 60 caras.

suficiente para obtener este tipo de prension. Segundo se
presento un algoritmo para determinar las regiones de
contacto para el cuarto punto de contacto. Finalmente se
describid como calcular el cuarto punto de contacto
sobre la region de contacto previamente determinada, tal
que la prension resultante con cuatro puntos de contacto
sea coplanar o que el cuarto punto de contacto esté

préximo al plano de prension de la PEF inicial.

También este tipo de prension frecuentemente
permite que una mano mecanica antropomorfica tome
una postura similar a la que tomaria una mano humana
para alcanzar una determinada prension.

Como trabajo futuro se determinaran estrategias de
manipulacion de objetos que tendran como base una
secuencia de PEF determinada por el método descrito en
este articulo.
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