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Resumen

En este articulo se trata el problema de la de-
terminacion de aprehensiones dptimas de objetos
poligonales (2D) teniendo en cuenta la immobili-
dad del objeto respecto a la mano (propiedad de
force-closure). Se realiza un andlisis del problema
obteniendo como resultado algunas propiedades
intrinsecas a la aprehension ttiles en la determi-
nacion de la configuracion optima. Mediante el
uso de estas propiedades se desarrolla un algo-
ritmo para solucionar el caso particular de deter-
minar la posicion de un cuarto punto de contacto
a partir de tres conocidos, obteniendo el rango de
posiciones que permiten force-closure y la posicion
optima de forma analitica, teniendo que evaluar
como mdximo cuatro puntos. El algoritmo ha sido
implementado y se incluyen aqui algunos ejemplos
NUMETLCOS.

1 INTRODUCCION

La aprehensién y manipulaciéon de objetos usando
manos mecanicas es un campo de gran interés en
las dos tltimas décadas. En [13] y [2] se detallan
los principales conceptos y los problemas asocia-
dos a la utilizacién de este tipo de dispositivos.

Las aprehensiones capaces de resistir fuerzas
externas de perturbacién en cualquier direccién
satisfacen una de las siguientes propiedades:
“form-closure” (la posicién de los dedos asegura
la immobilidad del objeto) o “force-closure” (las
fuerzas aplicadas por los dedos aseguran la
immobilidad del objeto) [1]. Uno de los problemas
més frecuentes es encontrar la configuracién de la
aprehensién Optima en base a una de estas dos
propiedades, lo que implica tener que escoger un
criterio de calidad para evaluar la aprehensién.

*Este trabajo estd parcialmente financiado por los
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De entre los propuestos, cabe destacar el criterio
de Ferrari y Canny [5], quienes tienen en
cuenta la maxima fuerza generalizada externa
que la aprehension puede equilibrar en cualquier
direccién. En base a este criterio, Pollard [12]
y Borst et al. [3], desarrollan algoritmos para
la sintesis de aprehensiones, aunque sin llegar a
generar aprehensiones ¢ptimas. Ponce et al. [10]
proponen como criterio la minimizaciéon de la
distancia entre el centro de masa del objeto y el
centro geométrico de los puntos de contacto. Este
es el criterio utilizado en el algoritmo desarrollado
por Ding et al. [4], entre otros.

Una variante del problema es la determinacion de
las maximas regiones sobre el objeto en las que
los dedos aseguran la propiedad de form/force-
closure (denominadas regiones independientes),
proporcionando de este modo robustez a la
aprehensién frente a errores de posicionamiento.
En esta linea cabe destacar los trabajos de Ponce
et al. [11] y Nguyen [9].

En general, los algoritmos propuestos para la
biisqueda de aprehensiones 6ptimas estdn basados
en programacién lineal o no lineal, lo que implica
un procedimiento iterativo. En este articulo se
trata el problema de encontrar la aprehensién
6ptima (en el sentido de la aprehensién més
robusta frente a fuerzas externas de perturbacién)
de objetos 2D utilizando el nimero minimo de
contactos sin friccién (cuatro para objetos 2D [8]),
la medida de calidad propuesta por Ferrari y
Canny, y evitando procedimientos iterativos. Se
presentan algunas propiedades intrinsecas a la
aprehensién ttiles para solucionar el problema y,
en particular, se resuelve de forma analitica la
posicién 6ptima de un cuarto dedo conociendo
las posiciones de otros tres (este problema ya
ha sido resuelto incluso para objetos 3D [4],
pero el algoritmo que aqui se presenta no
requiere procesos iterativos). La solucién de este
problema es de especial relevancia en acciones



de re-aprehension. Las principales asunciones
consideradas en este trabajo son:

1. Los objetos son planos y de forma poligonal.

2. El lado en el que el cuarto dedo contactara
es conocido.

3. Las fuerzas aplicadas por los dedos actian
empujando el objeto (restriccién de positivi-
dad).

4. Contactos sin friccién (la solucién de force-
closure es también form-closure).

5. El contacto es puntual.

Nétese que no existe ninguna restriccién en el
ntimero de dedos por lado, por lo que, mediante
este método, es possible considerar dos dedos en
un mismo lado (en objetos poligonales es necesario
un minimo de tres puntos de contacto en lados
diferentes para que la propiedad de force-closure
sea posible).

2 MEDIDA DE CALIDAD DE LA
APREHENSION

2.1 EN EL ESPACIO DE FUERZAS
GENERALIZADAS

Uno de los criterios mas intuitivos y aceptados
para la evaluacion de la calidad de una aprehensién
que posee la propiedad de force-closure (a partir de
ahora denominada aprehensién FC) fue propues-
to por Ferrari y Canny [5]. Este criterio tiene en
cuenta el maximo moédulo de la fuerza generaliza-
da que una aprehensién puede resitir en cualquier
direccién: cuando mayor es el médulo, mejor es la
aprehension.

Cada dedo puede realizar una fuerza f, sobre el
contorno del objeto en el punto de contacto que,
en ausencia de friccién, es normal al contorno
del objeto. La fuerza f, produce un momento
T; respecto al centro dg masa del objeto, y al
1oeT)
generalizada (A define una métrica comun en
el espacio de fuerzas generalizadas, siendo su
sentido fisico en términos de energia el brazo de
palanca del momento de primer orden del objeto;
la metodologia que se propone es valida para
cualquier valor de A, por lo que, por simplicidad,
se considera A = 1).

vector w; = ( se le denomina fuerza

Las fuerzas aplicadas por los dedos pueden estar
sujetas a diferentes restricciones, dependiendo
de la caracteristica que se desea optimizar.
La restriccién utilizada en este trabajo (otras
restricciones con su sentido fisico y geométrico

pueden encontrarse en [8]) es que la fuerza
total ejercida por todos los dedos esta limitida,
por ejemplo, debido a la méaxima potencia
disponible para todos los actuadores de los
dedos. Esto implica que las fuerzas aplicadas
pueden generar una fuerza generalizada resultante
w = Y fiw; con > . 0B < 1y siendo w; la
fuerza generalizada producida por las fuerzas que
satisfacen [ f;|| = 1. Geométricamente, la fuerza
generalizada resultante puede ser cualquiera que
esté dentro del politopo

P, = Conve:z:Hull(U{wi}) (1)

=1

Considerando esta restriccién, la medida de
calidad @@ de una aprehension FC se determina
mediante la maxima fuerza generalizada que las
fuerzas aplicadas por los dedos pueden generar
en cualquier direccién del espacio de fuerzas
generalizadas:

= mj 92
Q= min |l )

donde OP; es el contorno del politopo P;.

En el caso de objetos 2D, P; es un poliedro y la
medida de calidad es equivalente al radio de la
mayor esfera centrada en el origen y contenida en
el poliedro P;.

La medida de calidad @ se determina por una
de las distancias entre el origen y las caras de
P1. Considérense tres fuerzas generalizadas w;
(i=1,..,3) expresadas en coordenadas cilindricas
como w; = (cos ay, sin oy, 7;), siendo «a; el dngulo
que indica la direccién de f;. La distancia D del
origen a la cara (plano) de P; determinada por w,
wo v w3 puede ser escrita en funcién del momento
de una de ellas; por ejemplo, considerando D en
funcién de 73 de ws, se obtiene:

k1 + kot
Diry)= R R ——
\/(k‘3 +k47’3) —|—(l€5—|—k67'3) +k‘7
donde:

k1 =sin(az—a2)m + sin(a; —a3)7 (4)
ko =sin(as—ay) (5)
ks = (sin ao —sin a3 )71 + (sin az —sin aq ) 1o (6)
k4 =sin a; —sin oo (7)
ks = (cos ag—cos az)T1 +(cos ag —cosaz)me  (8)
ke = (cos ag—cos ary) (9)

)

k7 =sin(as —ag)+sin(ag —ay ) +sin(a; —ag) (10

Esta funcion tiene cuatro propiedades importantes
(la Figura 1 ilustra un ejemplo):
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Figura 1: Forma qualitativa de la distancia D(7)

1. Es una funcién continua (el denominador sélo
puede ser cero si todas las fuerzas estén en la
misma direccién, lo que no es posible en una
aprehensién FC).

2. Es cero en 13 = —kq /ko

3. Tiende a un valor positivo finito cuando 73—=+00,
L=lim, 10 D(Tg) = k‘g/\/ (k‘i + k‘g)

4. Tiene s6lo un maximo M en

(k3 + K3 + k3)ka — (kska + ksko) 1

— 11
T ey (kska + kske) + k(K2 + k2) (11)

2.2 EN EL SUBESPACIO DE FUERZAS

De forma similar a como Mirtich y Canny [6]
aplican la medida de calidad a dos conjuntos
particulares de fuerzas y momentos, la medida
de calidad descrita en la ecuacién (2) puede ser
aplicada en el subespacio de fuerzas, es decir, el
subespacio 2D del espacio de fuerzas generalizadas
definido por fuerzas puras, con lo que se obtiene:

Qr = min [ (12)

wWEeIPy
donde P es el poligono definido en el subespacio
de fuerzas por las fuerzas de contacto y 0Py es su
contorno (P coincide con la proyeccién de P; en
el subespacio de fuerzas).

Proposicion 1 Considérense tres fuerzas genera-
lizadas que definen una cara del casco convexo P;.
Si la componente 7 de una de ellas tiende a Fo0,
la distancia entre el origen del espacio de fuerzas
generalizadas y la cara tiende a la distancia entre
el origen y la recta definida por las componentes
de fuerza de las otras dos fuerzas generalizadas en
el subespacio de fuerzas. o

Demostracién: La demostracién es directa a
partir de la propiedad 3 de la distancia descrita en
la ecuacién (3). Si las constantes kg, kg y kg son
sustituidas por sus expresiones (ecuaciones (5),(7)
y (9), respectivamente) se obtiene la distancia
entre el origen y fi fo. o

Lemma 1 La medida de calidad en el subespacio
de fuerzas, () s, es una cota maxima para la medida
de calidad de la aprehension Q. o
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Figura 2: Ejemplo de Cota Mixima Qy y Cotas
Interiores Ca4 y Cis.

Demostracién: Considérese un prisma P{° en
el espacio de fuerzas generalizadas de aristas
infinitas paralelas al eje 7, tal que la interseccién
de P con el subespacio de fuerzas es Py. El radio
de la mayor esfera centrada en el origen e inscrita
en P equivale a la minima distancia del origen
a Py, es decir, Q.

Dados los momentos que producen las cuatro
fuerzas de contacto, las correspondientes fuerzas
generalizadas generan un poliedro P; que, por
construccién, satisface P; C P{°. Esto implica
que la mayor esfera centrada en el origen e inscrita
en P; es mas pequena o igual a la inscrita en Pr°,
con lo que el radio maximo posible es Q. o

Definicién 1 Se define como Cota Interna, Cjj,
de una aprehension la distancia entre el origen del
espacio de fuerzas y el segmento determinado por
dos vértices no consecutivos f,; y f, de Py. o

Nétese que una aprehensién con cuatro puntos
de contacto sin friccién tiene dos Cotas Internas.
Si las cuatro fuerzas aplicadas tienen diferentes
direcciones, Py es un poligono cuadrildtero y las
Cotas Internas son las distancias entre el origen y
cada una de las diagonales del poligono, mientras
que si existen dos fuerzas paralelas (es decir, dos
puntos de contacto estan posicionados en el mismo
lado) Py degenera en un tridngulo y las Cotas
Internas son las distancias entre el origen y dos
lados del tridngulo. La Figura 2 ilustra un ejemplo
de las Cotas internas.

3 CALCULO DEL CUARTO
PUNTO DE CONTACTO

Geométricamente, el problema especifico de deter-
minar la posicién 6ptima del cuarto dedo sobre un
lado dado es: dados tres puntos en el espacio de
fuerzas generalizadas (i.e. w1, we, ws) v la fuerza
aplicada f, = (fza, fy4)", determinar la compo-
nente 74 tal que el poliedro P; definido por w1, ws,



w3 y wg = (faz, f1y,74)7 incluya la mayor esfera

posible centrada en el origen.

3.1 RANGO DE SOLUCIONES

Para producir una aprehensién FC es condicién
necesaria y suficiente que el poliedro P; formado
por wi, wy, ws y wy contenga el origen [7]. A
partir de esta condicién se enuncia la siguiente
condicién necesaria y suficiente.

Condicién necesaria y suficiente. Sea Ry,
el rango de valores de 74 que permiten una
aprehensién FC conociendo w1, we, w3 y f4, ¥
sea Ry, el contorno de R;.,. Para que un valor
7; satisfaga 7) € ORj., es condicién necesaria
y suficiente que 0 € 9P; siendo P; el poliedro
definido por w1, we, w3 y wa = (fuz, fay, 75)T. ©

Demostraciéon: Es directa debido a que P; es
convexo. o

A partir de esta condicién, el procedimiento para
determinar los extremos de Ry, es el siguiente:
primero se obtienen tres candidatos mediante
la interseccién de los tres planos definidos por
{wa, w3, 0}, {w1,ws,0} v {w,ws, 0}, con la recta
determinada por = fr4, y = fya, obteniendo

—Atimj foa — Blimj fya
Climj

T4j = (13)
donde Ajipj, Biimj and Clip,j son los coeficientes
de cada plano para j =1, ..., 3.

Estos tres candidatos se evalian mediante la
condicién de force-closure (es decir, P; debe
contener al origen)

Bj(fars Fur, m1)T + Boj(fuzs fy2, 7o) T+
53j(f:1:37fy377—3)T = (f:r47fy477—4j)T (14)

donde 3;; <0 para i =1,...,3. Sélo uno o dos de
los tres candidatos 74; pueden ser extremos vélidos
de Rfc4.

Dependiendo del nimero de extremos validos de

Ry, el tipo de rango puede ser:

Rango Infinito: si sélo un valor de 74; satisface la
condicién necesaria y suficiente (denominado 74x)
entonces Ryc, = [Tay,0) 6 Rfe, = (—00, Taz], de
forma que no contenga los otros dos 74; con
J# k-

Rango Acotado:si dos valores 74; satisfacen la
condicién necesaria y suficiente (denominados
T4k Y T4l) entonces Rfc4 = [T4k77—4l]'

Proposiciéon 2 Dadas cuatro fuerzas generaliza-
das w; con i=1,...,4, el tipo de rango Ry,
de cada 7;, es independiente del valor de las

componentes 7;, con lo que puede ser determinado
solamente a partir de las fuerzas f; (esto equivale
a que el tipo de rango puede ser automaticamente
determinado conociendo los lados del objeto en
que los dedos contactaran, independientemente

del punto exacto de contacto). o

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, se
demuestra que el rango de Ry, (es decir, para 74)
no depende de las componentes 71, 7o y 73 de wi,
wy Y ws, respectivamente.

Los candidatos a ser extremos de R¢., se obtienen
de la ecuacién (13) como una funcién en la que sélo
intervienen dos fuerzas generalizadas (considérese
por ejemplo j =1, es decir, el candidato 741
obtenido mediante wy y w3). Esto implica que
uno de los coeficientes ;1 de la ecuacién (14) es
nulo cuando se aplica la condicién suficiente; en
el caso del candidato 747 resulta 317 = 0, con lo
que la ecuacién (14) puede ser expresada de la
siguiente forma:

Borfz2 + B31fes = foa (15)
Bo1fy2 + Ba1fys = fua (16)
B2172 + B3173 T4l (17)

—_

obtiendo un sistema de tres ecuaciones y dos
incognitas, G217 v (O31. Esto implica que una de
estas tres igualdades es linealmente dependiente
de las otras dos. Si f, y f5 tienen direcciones
diferentes, (15) y (16) son linealmente indepen-
dientes entre ellas, por lo que la ecuacién (17) es
dependiente y puede omitirse. Como resultado,
se obtiene (21 y (31 en funcién de fo vy f4 de la
siguiente forma:

531—M (18)

~ sin(az—ay)

cos(ay)sin(ag —ag) —cos(as)sin(ay —ao)
21=

cos(ag) sin(az —az) (19)

donde «; es el dangulo que indica la direccién de
f; en el subespacio de fuerza. De acuerdo con la
ecuacion (14), si f21 < 0y O31 < 0 entonces 741
es un extremo de Ry, (ain sin conocer el valor
exacto de 741!). De la misma forma, se obtienen
P12y B3z para a2,y $13 y [23 para 743. El andlisis

de sus signos determina si 745 y 743 son extremos
de Rf'c4.

Si dos de las fuerzas tienen la misma direccién
(es decir, dos dedos estdn posicionados en el
mismo lado), las ecuaciones (15) y (16) no tienen
solucion y el correspondiente candidato no existe.
Como es necesario que dos de las tres fuerzas
tengan direcciones diferentes, siempre existen
como minimo dos candidatos.



Esto demuestra que, aunque 741, T42 ¥ T43 DO sean
conocidos, es posible determinar cuantos de ellos
son extremos de Ry, y, por consiguiente, el tipo
de rango.

El procedimiento es andlogo para Ry.,, Rfe, ¥
Rfc3. <

3.2 VALOR OPTIMO

Proposicion 3 Dadas tres fuerzas generalizadas,
wi, w; y wy (con {i.j.k} = {1,2,3}) v f4, el
valor de 74 con el que se obtiene la aprehensién
éptima (T40pt) puede determinarse analiticamente
de acuerdo con los siguientes cuatro casos. Sea
C;; la Cota Interna que no depende de f, y D,
la distancia entre el origen y el plano definido por
Wy, Wy, ¥ Wy, con {p,v,o} = {i, ], k}, entonces:
Caso 1: Ry, es Infinito y Cy; > Qy:

Taopt = T00 segun sea Ry, .
Caso 2: Ry, es Acotado y C;; > Qy:

Existen tres candidatos para 74, dados por las

soluciones de las ecuaciones

Di(ra) = Dj(74) (20
Dj(r4) = Dy (14) (21
Dj (’7’4) = Dk(’7'4 (22

Caso 3: Ry, es Acotado y C;; < Qy:
Existen cuatro candidatos para 740, dados por
los tres obtenidos en el Caso 2 més el valor de
T4 que maximiza Dy, es decir, la solucién de la

ecuacién
aDk (T4)

87’4

Si méas de uno de estos candidatos pertenece
a Ryc, es necesario evaluarlos para identificar

=0 (23)

T4opt -

Caso 4: Ry, es Infinito y Cy; < Qy:
Existen tres candidatos para 74,,: dados por las
soluciones de las ecuaciones

Dy (74) Di(74) (24)
Dk(T4) = Dj T4) (25)
8Dk (7’4)

= 0 26

87’4 ( )

Si ninguno de estos candidatos pertenece a Ry,
entonces T4op; = F00 seglin sea Ry, . o
Demostraciéon: Las demostraciones de los

cuatro casos estdn basadas en los siguientes
conceptos:

-Qf > Q(14) Y74 € Rye, .

- L,D == 1im7’4—>i00 Dp(74) es finito (p = i7.j7 k)

- D,(74) tiene s6lo un méximo M, (p =1,j, k).

-Q(74) es una funcién definida por partes de

DP(T4) (P =1,], k)

Caso 1: Ry, es Infinito, C;; > Q5

1.5i1Ci; >Qr=Vp L, > Qy, p=1,j,k.

2. D, (74) tiene s6lo un méximo M,.

3. A partir de 1 y 2 se obtiene que M, > Qy.

4. A partir de 3, resulta Q(74) < M,, entonces,
a partir de 2, todas las partes de D,(74) que
definen Q(74) son mondtonas.

5.5i Ry, es Infinito existe s6lo un valor 7,* para
el que Q(74*) = 0, entonces, a partir de 4,
las partes de D,(74) que pertenecen a Q(74)
son crecientes si Ry., = [14*,00) o decrecientes
si Rye, = (—00,74*], por lo que Tyop = £00
seglin sea Ry.,.

Caso 2: Ry, es Acotado, Cs; > Qy

1. Se repiten los mismos pasos 1 a 4 del Caso 1,
con lo que se obtiene que las partes de D, (74)
que definen Q(74) son mondtonas.

2.5i Ry, es Acotado existen dos valores 747 y
745 para los que Q(74]) = Q(143) = 0, por lo
que existen partes crecientes y decrecientes en
Q(74).

3. A partir de 1 y 2, el valor 6ptimo de Q(74)
se localiza donde una parte creciente y una
decreciente intersectan.

4.Los valores de 74 donde dos partes de
Q(74) intersectan son las soluciones de las
ecuaciones (20) a (22), siendo Tyop; una de
estas soluciones.

Caso 3: Ry, es Acotado, Cs; < Qy

1.51Cs; < Qp =L, >Qf conp=i,j.

2. Se repiten los mismos pasos 1 a 4 del Caso 1
pero considerando solo los valores p = 4,7. Se
obtiene que todas las partes de D,(74) que
definen Q)(74) son mondtonas mientras que no
se puede asegurar para las partes de Q(74) de
Dy (7).

3. Se repite el paso 2 del Caso 2.

4. A partir de 2 y 3, el valor éptimo de Q(74)
esta localizado en los puntos donde una parte
creciente y decreciente intersectan, o donde
Dy.(14) tiene el méximo My, (es decir, cambia
el signo de la pendiente de Dy(74)).

5.Los valores de 74 donde dos partes de
Q(14) intersectan son las soluciones de las
ecuaciones (20) a (22), el valor de 74 donde My,
tiene lugar es la solucién de la ecuacién (23),
por lo que 74, s una de estas soluciones.

Caso 4: Ryc, Infinito, Cj; < Qy

1. Se repiten los mismos pasos 1 y 2 del Caso 3,
con lo que se obtiene que las partes de D,(74)
que definen Q(74) son mondtonas para p = i, j
mientras que no se puede asegurar que las
partes de Q(74) definidas por Dy (74) lo sean.

2. 81 Ry, es Infinito sélo existe un valor 7,* para



el que Q(14*) = 0.

3. A partir de 1 y 2, las partes de Q(74) definidas
por D,(14) son crecientes si Ry, = [14*,0) 0
decrecientes si Ry., = (—00, 74*], mientras que
no se puede asegurar para las partes de Q(74)
definidas por Dg(74).

4. A partir de 3, cualquier cambio de signo de la
pendiente de Q(74) implica a Dy(74).

5. Los valores de 74 donde cambia el signo de
la pendiente de Q(74) son las soluciones de las
ecuaciones (24) a (26) siendo T4op¢ una de estas
soluciones. ©

3.3 RESTRICCION DE LA LONGITUD
DE LOS LADOS

Es posible que el valor éptimo de 74 encontrado
por el método anterior no pueda ser alcanzado
debido a que la longitud de los lados es finita. Esta
restriccién se tiene en cuenta en esta seccion.

La longitud del lado donde se posiciona el

cuarto dedo define un nuevo rango, R4, donde

es fisicamente posible ejecutar la aprehension.

Considerando R4, Rf., ¥ Tiopt €Xisten tres casos

posibles:

Ry N Ry, = D:No es posible obtener una apre-
hensién FC posicionando el dedo en el lado asig-
nado.

RiNRypey #Dy Tuopt € (RaN Rye,) : La posicién
6ptima real es la correspondiente a Tyopt.

RiNRyey #D Y Taopt & (Ra N Rye,): La posicién
6ptima real es el extremo de (R4 N Ry.,) mas
cercano a Tuopt, debido a que la funcién Q(74)
crece de forma mondtona hacia Q(Tuop:) dentro
de Rfc4.

Noétese que la posicién éptima puede ser en un
vértice del objeto, en este caso es necesario con-
siderar una distancia de seguridad para asegurar
la estabilidad del contacto.

3.4 PROCEDIMIENTO EFICIENTE

Cuando se aplica la Proposicion 3, excepto en
el Caso 1 donde 74op: se determina de forma
directa, es necesario resolver tres ecuaciones de
cuarto grado. Si estas ecuaciones se resuelven
en la secuencia correcta es posible hallar el valor
de T4opt sin tener que llegar a resolverlas todas.
La secuencia correcta se determina mediante los
siguientes pasos:
1. Verificar Ry N Ry, # O.
2. Encontrar 74" de D;(14) = Dy(74), escogiendo j
v k tal que:
Casos 2y 3: Dj(14) y Di(74) hacen Q(74) = 0.

T |y
vy | 0.6 | 1.3
ve | 0.6 | 2.3
vz | 1.8 | 2.6
vg | 2.3 | 3.9
vs | 2.8 | 3.1
ve | 2.3 | 1.8
vr | 421 0.5
U8 14 0.5

(] 2.0039 T

Figura 3: Objeto 2D y coordenadas de sus vértices

Caso 4: Dj(m4) hace Q(14) = 0y Dy(14) — Cy;
cuando 74 — +oo.
3. Evaluar D,(m4), p = ,j,k. Son posibles dos
casos:
a. Si Di(7'4/) > Dj(T4/) = Dk(7'4/)
No es necesario resolver D;(14) = D;(14) ¥
D;(r4) = Dg(74) debido a que las soluciones
de estas ecuaciones nunca pueden pertenecer
a Q(74). 74" es un candidato a ser Topt.
b. Si DZ'<T4/> < Dj(T4/) = Dk(T4/) = T4opt 75 7’4/
Es necesario encontrar 74" de D;(74) = D;(4)
y 14" de Di(14) = Dg(m4). 7" y 74" son
candidatos a ser Tyopt-
4.Casos 3 y 4: Ademads es necesario encontrar
el valor 74" que maximiza Dy(7r4). 74" es
candidato a ser Tyopt.
5. Calcular D,(74), p =1, j, k, para los correspon-
dientes candidatos, y seleccionar como T4op: €l
candidato que produce el maximo minimo.

4 EJEMPLOS

En este apartado se resuelve un ejemplo de cada
uno de los casos posibles. La Figura 3 ilustra el
objeto utilizado en los ejemplos. Para cada dedo
i se dispone de los siguientes datos: el lado en
el que se realiza el contacto, la direccion «; de
la fuerza aplicada (ortogonal al lado) y el rango
R; = [Tmin; Tmaz,] de los momentos que se pueden
realizar sobre el objeto.

Ejemplo del Caso 1. Los datos iniciales son:

Dedo | Lado «; Trin;
1 Lo 0

2 Log | 4.957 | 0.032 1.204 0.5

3 Lsg | 2.774 | 0.244 1.637 1

4 Le¢7 | 4.112 | -2.463 | -0.160 7'401,25?

Tmax; Ti

-0.647 | 0.352 -0.2

Procedimiento:

1. Rfe, = (—00,—1.756] = RiN Ry, # D
2. Qs = 0.182 (determinado por f f3)

3. C23 = 0.461 (determinado por fsf3)
4.C3 > Qf, Ryc, es Acotado = Caso 1




a b)
Figura 4: Ejern;)ﬂo del Caso 1: a) Distancias a las
caras de Pi, rango de posibles soluciones R4 N Ry,
(segmento oscuro) y @ méaximo (circulo blanco); b)
soluciones posibles sobre el lado del objeto (segmento
oscuro) y posicién 6ptima del cuarto dedo (circulo
blanco).

5. Entonces: T4opt = —00 € R4 N Rye,
Solucion: Tyopr = —2.463 (extremo de Lgr),

Q ES DQ(T4Opt) == 0038

Las distancias a las caras desconocidas de P; en
funcién de 74 y la solucién obtenida se ilustra en
la Figura 4. La solucién 6ptima es un extremo
del lado tal como se indica en la figura; en una
aprehensién real es conveniente considerar una
distancia de seguridad al vértice.

Ejemplo del Caso 2. Los datos iniciales son:

Dedo | Lado o Trmin, Tmaz; Ti
1 Lo 0 -0.647 | 0.352 -0.1
2 Lys | 3.700 | 0.805 1.749 1
3 Le¢7r | 4.112 | -2.463 | -0.160 -2
4 Lgy | 0.785 | -0.743 | 0.387 | Tuopt?

Procedimiento:

1. Rfc = (—1.291,0.662) = RsN Rfc 7& (6]

2.Q; = 0.113 (Determinado por fafs)

3. C12 = 0.275 (Determinado por f; f2)

4.C12 > Qy, Ry, es Acotado = Caso 2.

5. A partir de Dy = D3 = 7' = —0.854 € Ry,

6.7y € Ry = 14/ = —0.743 (extremo de Ry)
Entonces: D1(74') = 0.093, Da(14") = 0.854,

Dg(T4/) =0.135.
7.Dy(14") > D3(14") > D1(14")
Solucion: Topr = —0.743, Q = 0.093.

Las distancias a las caras desconocidas de P; en
funcién de 74 y la solucién obtenida se ilustra en
la Figura 5. La solucién 6ptima es un extremo
del lado tal como se indica en la figura; en una
aprehensién real es conveniente considerar una
distancia de seguridad al vértice.

Ejemplo del Caso 3. Los datos iniciales son:

Dedo | Lado QO Tmin; Tmazx; Ti

1 Lo 0 -0.647 | 0.352 0.2
2 Lsg | 2.774 | 0.244 | 1.637 1
3 Lyg | 1.570 | -0.603 | 2.196 0.4
4 | Lgr | 4112 | -2.463 | -0.160 | Taop:?

x

a) b)
Figura 5: Ejemplo del Caso 2: a) Distancias a las
caras de Pi, rango de posibles soluciones R4 N Ry,
(segmento oscuro) y @ méaximo (circulo blanco); b)
soluciones posibles sobre el lado del objeto (segmento
oscuro) y posicién 6ptima del cuarto dedo (circulo
blanco).

-4 ‘ —0,9336‘r 0 1 Ty 0 =

a) b)
Figura 6: Ejemplo del Caso 3: a) Distancias a las
caras de Pi, rango de posibles soluciones R4 N Ry,
(segmento oscuro) y @ méaximo (circulo blanco); b)
soluciones posibles sobre el lado del objeto (segmento
oscuro) y posicién 6ptima del cuarto dedo (circulo
blanco).

Procedimiento:
1. Rfc4 = [72.840, *0.443] = RsN Rfc4 £0
2. Qs = 0.466 (determinado por fif1)
3. C12 = 0.182 (determinado por f; fo)
4.C12 < Qf, Rye, es Acotado = Caso 3.
5. D3 =Dy = 7'4/ = —-0.938 ¢ Rfc4 N Ry
Entonces: Dj(74) = 0.368,

D2(T4/) = D3(T4/) = 0.167.
7.D1(74") > D3(m4") = Do(74")
8.0D3/01y =0 =1, =1.1537 & Ry,
Solucion: Tyopr = —0.938, Q = 0.167.

Las distancias a las caras desconocidas de P; en
funcién de 74 y las solucién obtenida se ilustran
en la Figura 6.

Ejemplo del Caso 4. Los datos iniciales son:

Dedo | Lado «; Trming Tmaz; Ti
1 L3y | 5.916 | -2.204 | -0.811 -1
2 Lss | 3.700 | 0.805 1.749 1
3 Lgy | 0.785 | -0.743 | 0.387 -0.3
4 L7g | 1.570 | -0.603 | 2.196 | Taopt?

Procedimiento:

1. Rf. = (—00,—0.106) = Ry N Ry. # D
2. Qs = 0.446 (Determinado por f f2)
3. C23 = 0.113 (Determinado por faf3)
4.Co3 < Qy, Ry, es Infinito = Caso 4.
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a) b)
Figura 7: Ejemplo del Caso 4: a) Distancias a las
caras de Py, rango de posibles soluciones RsN Ry,
(segmento oscuro) y @ méximo (circulo blanco);
b) soluciones posibles sobre el lado del objeto
(segmento oscuro) y posicién éptima del cuarto
dedo (circulo blanco).

5.Dy = D3 = T4/ = —1.496 € Rfc
6.74 € Ry = 74/ = —0.603 (extremo de Ry)
Entonces: D;(14') = 0.305, Da(74") = 0.9453,
Dg(T4/) =0.099.
7. Dy(74") > Dy(14") = D3(14")
8. (9D1/(9T4 =0= T4NH =—0.366 € R4 N Rfc
Entonces: D1 (74""") = 0.313, Da(74""") = 0.847,
Dy(r4"") = 0.053.
Solucion: Topr = —0.603, @ = 0.099.

Las distancias de las caras desconocidas de P; en
funcién de 74 y la solucién obtenida se ilustran en
la Figura 7. La solucién 6ptima es un extremo de
un lado tal como se indica en la figura; en una
aprehensién real es conveniente considerar una
distancia de seguridad al vértice.

Ejemplo del Caso 2 degenerado. Los datos
iniciales son:

Dedo | Lado Q; Trming Tmazx; T;
1 Lzg | 1.570 | -0.603 | 2.196 -0.4
Lg7 | 4.112 | -2.463 | -0.160 -1

2
3 Lzg | 1.570 | -0.603 | 2.196 1
4 Loz | 4.957 | 0.032 | 1.204 | Taopt?

Procedimiento:
L. Ry = (—0.895,0.959) = Ry N Ry #OD
2. Cpnae = 0.122 (determinado por fifs vy f3fa)
3. Ry. es Acotado = Caso 2 degenerado.
4.Dy = D3 = 14 =0.088 € Ry N Ry,
Entonces: Dq(74') = 0.189, Da(74') = 0.122,
Dg(T4/) = 0.189.
5. D2(7—4/) < Dl(T4/) = D3(7’4/)
6. D2 = D3 = 7'4” =0.320 € R4 N Rfc
Entonces: Di(74") = 0.212, Do(14") = 0.122,
Ds(74") = 0.122.
7.Dy =D = T4/H = -0.360 € R4 N Rfc
Entonces: Di(14"") = 0.122, Da(14"") = 0.122,
Ds(4"") = 0.372.
Solucion: Topr = 0.088, Q = 0.122.

Q

0.6

0.4

0.2
0.1222

0
-4 -2 0.0887 2 T4 0 x

a) b)
Figura 8: Ejemplo del Caso 2 degenerado: a)
Distancias a las caras de P;, rango de posibles
soluciones R4 N Ry., (segmento oscuro) y @
maximo (circulo blanco); b) soluciones posibles
sobre el lado del objeto (segmento oscuro) y
posicién éptima del cuarto dedo (circulo blanco).

Este caso tiene algunas peculiaridades debido a
que dos puntos de contacto estan en el mismo lado
(dedos 1y 3). La consecuencia es que la distancia
Dy entre el origen y el plano definido por las dos
fuerzas generalizadas producidas por los dedos 1,
3y 4 es constante (Dy = 0.122) e independiente
de 74. D2 es mds pequena que D1(74") = D3(74’),
entonces el intervalo [14"’, 74"] define un rango de
valores 6ptimos, es decir, para cualquier valor de
74 € [14"',74"] se obtiene el valor Q = 0.122. En
este caso, se escoge como valor éptimo 74/ ya que
pertenece al rango de valores 6ptimos y, ademas,
maximiza las distancias D1 y Ds.

Las distancias a las caras desconocidas de P; en
funcién de 74 y la solucién 6ptima obtenida se
ilustran en la Figura 8.

5 CONCLUSIONES

El articulo trata el problema de determinar
la aprehensién o6ptima de un objeto poligonal
utilizando cuatro dedos. Se propone un algoritmo
basado en la medida de calidad propuesta por
Ferrari y Canny [5] que soluciona de forma
analitica el caso particular de determinar la
posicién 6ptima de un cuarto dedo a partir de
tres dedos ya posicionados. La extensién al
caso general en que la posicién de los cuatro es
desconocida estd en desarrollo. El subespacio
de fuerzas se utiliza para establecer cotas a la
medida de calidad que son de utilidad en la
determinacién de la aprehensién 6ptima asi como
en las demostraciones de algunas propiedades
intrinsecas al problema, como el tipo de rango de
soluciones en cada lado. Aunque esta propiedad
es marginalmente usada en la busqueda de la
posicién 6ptima del cuarto dedo, es de particular
relevancia en la resoluciéon del problema general
de buscar las posiciones de los cuatro dedos.
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